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АСИМПТОТИЧНІ РОЗВ’ЯЗКИ СИСТЕМИ 
ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ З  ТОЧКОЮ ЗВОРОТУ 
І  Г. КЛЮЧНИК, Д  Г. ЗАВІЗІО Н
Получено асимптотический метод интегрирования линейной системь
дифференциальньїх уравнений с мальїм параметром при части производньїх.
ТЬе оЬіаіпегї азутріоііс теїЬогї оГ тіедгаїіоп Ііпеаг зузіет оГ гїійегепііаі 
е^иа і^оп8 шіИ зтаїї рагатеїег шіИ а 1итіп§ роіпі.
В даній статті одержано асимптотичний метод інтегрування лінійної 
системи диференціальних рівнянь з малим параметром при частині похідних.
В [1-8] приводиться огляд літератури і пропонуються методи
формального спрощення для сингулярно збуреної лінійної системи 
диференціальних рівнянь з точкою звороту.
Розглянемо систему вигляду 
У' = А( Х) У + А1( Х) У
єу\ = (В( х) + єВх ( х)) у  + єВ2 ( х) У, (1)
де у  є Кр , у1 є Кт , А(х), А1(х), В1(х), В2(х) -  голоморфні при
1 Х ^  Х0 (2)
матриці, а В( х) -  т х т -  вимірна матриця вигляду 
В( х) = хі 2 + N , (3)
де N  -  нільпотентна матриця, а ненульові елементи матриці 12
визначаються з рівності
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{ і 2 } т 1  =  1  { і 2 } т ,т - і  =  а г+1 ( x ) ,  { і 2 } т т  =  0 ,  І  =  1  т  -  2 .
Будемо вважати, що
ґгВ1 (х) = ігА(х) = 0. (4)
Г У 'І Г и )За допомогою перетворення =Ф( х,є) систему (1) приведемо до
V У1У
вигляду
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и  — с  (в^ , 
єу' — В( x)V + в^(в)и, 
де
(5)
(6)
ф( х,в) —
С ад ад \
^  (х) + £ в ,’Ц,(х) ^ в пУ,і(х)
п=1 п=1ад ад
' £ є"Ил ( х) V (х) + '£в"¥п (х)
[ п=1 п=1
(7)
с(є) = '£ є"С„, ^(є) = '£ є т^ „, (8)
п=0 п=0
Сп, ^ п -  сталі матриці відповідно розмірностей р х т , т х р  елементи яких
є нулі, кРім {С  }ш = ст , {^ п = ат, / = 1, р , а матриці ^ (x) ,^ п(х) -  р х р  вимірні, 
V(х ) ^ п (х) -  т х т вимірні, Vп1(х ) ^ п1(х) -  р х т, т х р  відповідно.
Згідно вигляду рівнянь (1), (5), (6) Ф(х,в) формально задовольняє 
матричне диференціальне рівняння
вФ'+Ф
( 0 вС(є) |^ ( вА(х) вА1 (х)
ф. (9)^вО(в) В(х) ) [єВ2(х) в(х) + вВ1(х),
Підставляючи (7) в (9) і зрівнюючи коефіцієнти при в в нульовому 
степені, одержимо
^ '(х) = А( х у  (х), (10)
^  (х)С0 + V11 (х)В( х) = А1 (х у  (х), (11)
V (х^ 0  = В 2 (х у  (х) + В( x)^ 11 ( х), (12)
V (х)В( х) = В( х у  (х). (13)
З (11) і (14) одержимо
^  (х) = О 0 (А( х)),
т-1
V (х) = ?0„ (х) І  + 1  ч„г (х) Вт-Г (х), (14)
Г=1
де О 0 (А( х)) -  матрицант рівняння (10), д0г. (х), і = 1, т -  довільні
голоморфні функції в області (2), І  -  одинична матриця.
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Для визначення ^0І (х), і = 1, т використаємо систему рівнянь, яка 
одержуються з (7), (9) і зрівнюючи коефіцієнти при першому степені
параметра є :
^ \ (Х) + (Х)В0 = А(х)^ (Х) + А1(х)^ 1 (x), (15)
V1 (Х) + (х)С1 + ^  (Х)С0 + V21 (Х)В(Х) =
= А( хЖи( Х) + А1( ХШ  x), (і6 )
^  '„( Х) + V ( х) А  + ^ (  хЩ  =
= В2 (Х^ 1  (Х) + В1 (Х)^ 1 (Х) + В(x)^21 (x), (І7)
V '(х) + V1 (х)В(х) = В(х)V (х) + В1 (х)V(х) . (18)
Згідно лем із [2] для існування розв’язку рівняння (18) необхідно і 
достатньо виконання наступних умов:
іг ((V'(х) -  В1(х)У(х))Вк (х)) = 0, к = 0, т -1, (19)
де В 0( х) = I .
Підставивши в (19) вигляд V(XXV'(х)з (15) і скориставшись згідно [2], 
співвідношеннями
іг((Вп-Г (х))'Вк (х)) = (п -  г)іг(Вп-г-1+к (X)В'(х)), 
одержимо
8(х)^ 0 (Х) = Т(x)^о(х)  (20)
де ^0 (х) -  т -  вимірний вектор з елементами ^0І (х), і = 1, т,
Т ( х) = Тх( х) + Т2( х),
елементи матриць Т1( х),Т2( х), 8 ( х) визначаються за формулами 
{71 ( х)і г = -(т  -  г )іг (Вт - Г ( х)В' (X)),
{ТД х)}„ = іг (В,( Х)В-'-' *к (X)), (21)
{8(Х)}кг = іг(Вт-Г+к-1 (х)), к = 1 т  г = \т- 
Помноживши рівняння (20) зліва на матрицю Д ( х)
Д ( х) = хі1 + N , (22)
одержимо систему
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А (Х)8 (х)^ 0 (Х) = А (Х)Т (Х^ 0 (x), (23)
в якій матриці Д (  х)8 ( х) і Д (  х )Т  ( х) при х ^  0 мають поведінку
д  ( х)8 (X) = ХК (I + 0( X)), (24)
Д  ( х )Т  ( х) = Д  (0)7 (0) + 0( х),
де К , Д (0)7 (0) -  (т  х т )  -  верхньотрикутні матриці, елементи яких 
визначаються за формулами
{К },„ = 0, {К}_,. = т , {К „ =  ка„ (0),
{Д (0)7 (0)},,_к „ = (к -  і)ак (0) + <г (ВІ (0)Вк (0)),
ІД (0)7(0)};). = т  -  і, і  = 1, т , і = 1, т  -1, к = 1, т  -1.
Враховуючи (24), систему (23) перепишемо у вигляді
Х^ 0 ( Х) = Н  (Х^  (25)
де
Н  ( х) = К  -  Д  (0)7 (0) + 0( х). (26)
З (26) і явного вигляду К  1 Д (0)7(0) випливає, що матриця Н (0)має
власні значення Хі = - т—і , і = 1, т. Тоді з [1] випливає, що система (25) має
т
ненульовий голоморфний в області (2) розв’язок ^0(х) такий, що ^0т (0) = 1. 
Підставивши знайдені функції ^  ( х) і V ( х) в (11), (12) одержимо рівняння для 
визначення С0,В 0^ п (х)Уп (х). Помноживши (11) справа на матрицю Вт-1(х), а 
(12) зліва на В т-1(х) одержимо рівняння
^  (х)С0 В т-1 ( х) + Vп (х)Вт ( х) = А1 (х у  (х)Вт-1 ( х), (27)
В т-1 (XV  ( х)Д  = Вт-1 ( х) В2 (х у  ( х) + Вт (х ) ^  ( х). (28)
При х = 0 із (27), (28) одержимо рівняння для визначення матриць 
С0, А, :
^  (0)С0 В т-1 (0) = А1 (0)V (0) Вт-1 (0), (29)
В т-1 (0 ^  (0) Д  = Вт-1 (0) В2 ( 0 ^  (0). (30)
З рівнянь (29), (30) знайдемо:
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{£.}, = {А, (0) V (0)}„, {С0}, = 0,{Д І  = {В2(0)У (0)}„(,
Д 0 = 0, і = 1, р, ^  = 2, т, $ = 1, т -1.
Враховуючи (29), (30) для визначення матриць Vп (x),^п (x) з (27), (28) 
отримаємо рівняння вигляду
xVи (х) = Р  (х), x ^ и (х) = С( х), (31)
де Р (х), С(х) -  відомі матриці.
В силу вибору С 0, Д0 маємо Р  (0) = 0, С (0) = 0, тоді
1 1  
Р (х) = х ІР 'х (їх)&і, С(х) = х ІС х (іх)&і. (32)
0 0
З врахуванням (31), (32) для Vи (x),^и (x) знайдемо значення
1 1  
Vи (х) = | Р 'х (іх)&і, (х) = | С х (іх)&і, (33)
0 0
які визначають голоморфні в області (2) розв’язки рівнянь (31). Отже 
знайдені коефіцієнти розвинень (7), (8) при в в нульовому степені маємо 
систему рівнянь (15) - (18). Поклавши ^ ( 0 )  = 0 з рівняння (15) однозначно 
знаходимо ^ , ( х) а загальний розв’язок рівняння (18) визначається за 
формулою
т-1
V (х) = (х) І + 1  Яг (х)Вт-г (х) + ^  (х), (34)
г=1
Ж1(х) -  частинний розв’язок рівняння (19). Згідно [2] умови існування 
розв’язку рівняння, що одержується при прирівнюванні коефіцієнтів при в у 
другому степені при підстановкі (7) в (9) має вигляд
іг ((В1(х ^  (х) -  V '1 (х) + Р1 (х))Вк (х)) = 0, к = 0, т -1, (35)
де Р1(х) = В2(x)V11(х) -  (х)С0.
Підставивши (34) в (35) одержимо систему рівнянь для визначення
д1г. (х), і = 1, т
8 (х)д\ (х) = Т(х)дг (х) + / (x), (3 6)
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д е  ^ І (  х )  -  т  -  в и м і р н и й  в е к т о р  з  к о м п о н е н т а м и  ^ ІІ (  х ) ,
{ /(Х)}і = іг((В1(х)^ (Х) + ^ (Х) -  ^ \ (х))Ві-1 (x)),і = 1, т.
П о м н о ж и в ш и  ( 3 6 )  з л і в а  н а  м а т р и ц ю  Д (  х )  м а є м о
x ^ ' І (х)  =  Н (х^  (х)  +  (х) ,  ( 3 7 )
д е  Р 1 ( х)  з г і д н о  ( 2 4 )  п р и  х ^  0 м а є  п о в е д і н к у
Д ( х)  =  ( і  +  0 ( х))к  1 Д ( х)/ ( х) .
С и с т е м а  ( 3 7 )  в  о б л а с т і  ( 2 )  м а є  г о л о м о р ф н и й  р о з в ’ я з о к  ^ І ( х )  т а к и й ,  щ о
( 0 )  = 0 ,  і = 1, т. М а т р и ц і  V2 І(х ) у 21( х) ,  С 1 , Д  о д н о з н а ч н о  з н а х о д я т ь с я  з  р і в н я н ь
( 1 6 ) ,  ( 1 7 ) .  М о ж н а  д о в е с т и ,  щ о  в к а з а н и м  а л г о р и т м о м  о д н о з н а ч н о  з н а х о д я т ь с я  
д о в і л ь н і  к о е ф і ц і є н т и  р о з в и н е н ь  ( 7 ) ,  ( 8 )  і  к о е ф і ц і є н т и  р о з в и н е н ь  є
г о л о м о р ф н и м и  ф у н к ц і я м и  в  о б л а с т і  ( 2 ) .
№ ( X )  0  ^
М а т р и ц я  ( 7 )  п р и  є  =  0  м а є  в и г л я д  Ф( х, 0 )  = , д е  ^ ( x ) , V ( х)
І 0  V ( Х ))
в и з н а ч а ю т ь с я  з а  ф о р м у л а м и  ( 1 4 ) .  З  у м о в и  ( 4 )  в и п л и в а є ,  щ о  д е і  ^  (  х)  = 1 . З г і д н о  
в и б о р у  р о з в ’ я з к у  ^ 0 ( х)  с и с т е м и  р і в н я н ь  ( 3 2 )  м а є м о  V ( 0 )  = 1, а  з н а ч и т ь  і с н у є  
х1 < х0 т а к и й ,  щ о  д е і  V ( х)  ^ 0  д л я  | х |<  х 1 . О т ж е  д е і  Ф( х, 0 )  ^ 0  д л я  | х |<  х 1 .
М о ж н а  д о в е с т и ,  щ о  з а  д о п о м о г о ю  з а м і н и  и = V ( є ) ^  с и с т е м а  ( 5 ) ,  ( 6 )  
з в о д и т ь с я  д о  в и г л я д у
= с1(є)у1, = 0, і = 2, р, (38)
Є  = В( х)у + єД(є)^, (39)
де V = (у1,...ут) -  т -  вимірний вектор; са = {С(є)}х1,  ^= 1,р;
V(є) -  р  х р  -  матриця з діагональними елементами рівними одиниці, в якої
С (є) ___  , , , , ,
{V(є)}1 = , і = 2, р, при умові, що с1(є) ^ 0, а інші елементи рівні нулю;
г С1(є)
( 0 ^Д  (є) = Б є у  (є) = . Таким чином доведена наступна теорема.
І ^ (є))
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Теорема. Нехай матриці системи рівнянь (1) голоморфні в області (2). 
Тоді існують формальні ряди  (7), (8), коефіцієнти яких голоморфні в області 
(2) такі, що с1еіФ(х,0) ф 0 при | х |< ^  < х0 і формальне перетворення з 
матрицею заміни (7) приводить систему (1) до системи (38), (39).
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